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 )  1 - 1 (البند         نھایاتال

 
 عددا حقیقیا .    𝑐كمیھ متغیره  ،    𝑥لتكن      :  ) 1تعریف ( 

𝑥 |طراد إذا كان بالإمكان جعل الكمیھ   اب    cتقترب من      𝑥نقول أن    − 𝑐 |    أصغر من أي عدد

 .  حقیقي موجب

, 𝑐لیكن   :   ) 2تعریف (  𝐿       ،  عددین حقیقیین𝑓   دالة حقیقیة معرفھ في جوار  أو جوار ناقص

𝑙𝑖𝑚نكتب   :              cللعدد 
௫→

𝑓(𝑥) =   𝐿    

𝑥طراد  ،   اب    𝑐من      𝑥و تعني أنھ عندما تقترب   ≠ 𝑐      فإن  قیم𝑓(𝑥)      تقترب باطراد منL 

, 𝑐بفرض أن   :   ) 1نظریة (  𝐿    ،  عددین حقیقیین 

إذا وفقط إذا كانت الـنھـایـة مـن جھـة الـیـمـیـن      𝑐من     𝑥نھایة عندما تقترب      𝑓یكون للدالة    

 تـسـاوي النھایة مــن جـھـة الـیـســار  

𝑙𝑖𝑚و یعبر عن ذلــك    :     
௫→ 

𝑓(𝑥) =   𝐿         ⟺    𝑙𝑖𝑚
௫→శ

 𝑓(𝑥) =   𝐿 = 𝑙𝑖𝑚
௫→ష

 𝑓(𝑥) 

 

:𝑓الشᜓل المقاᗷل ᘌمثل بᘭان الدالة :  : 15) صـ 1(تدریب  [0,4] → ℝ   : ᢝᣢᘌ مل ماᝏأ  

 

7 𝑙𝑖𝑚
௫→ଷశ

 𝑓(𝑥) = 1 𝑙𝑖𝑚
௫→ଵశ

 𝑓(𝑥) = 

8 𝑙𝑖𝑚
௫→ଷష

 𝑓(𝑥) = 2 𝑙𝑖𝑚
௫→ଵష

 𝑓(𝑥) = 

9  𝑙𝑖𝑚  
௫→ଷ

𝑓(𝑥) = 3  𝑙𝑖𝑚
௫→ଵ

 𝑓(𝑥) = 

10 𝑙𝑖𝑚
௫→శ

 𝑓(𝑥) = 4 𝑙𝑖𝑚
௫→ଶశ

 𝑓(𝑥) = 

11 𝑙𝑖𝑚
௫→ସష

 𝑓(𝑥) = 5 𝑙𝑖𝑚
௫→ଶష

 𝑓(𝑥) = 

 6 𝑙𝑖𝑚
௫→ଶ

 𝑓(𝑥) = 
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 :   أوجد إن أمكن  ᘌ𝑓مثل الشᜓل المقاᗷل بᘭان الدالة :   : 16) صـ  1( حاول أن تحل

 

  :  9) صـ   1 – 1بند ( أسئلة  من كتاب التمارین

 . أوجد إن أمكن :  𝑔الشكل المقابل  یمثل بیان الدالة  )  1(  

                                                                      (𝑎)    𝑙𝑖𝑚
௧→ିସష

𝑔(𝑡)       

                                                                      (𝑏)    𝑙𝑖𝑚
௧→ିସశ

𝑔(𝑡)   

                                                                      (𝑐)  𝑙𝑖𝑚
௧→ିସ

𝑔(𝑡)     

                                                                      (𝑑)   𝑔(−4) 

 

                             . أوجد إن أمكن : 𝑓) الشكل المقابل  یمثل بیان الدالة   2( 

                                                                     (𝑎)    𝑙𝑖𝑚
→ష

𝑓(𝑥) 

                                                                     (𝑏)    𝑙𝑖𝑚
→శ

𝑓(𝑥)   

                                                                      (𝑐)  𝑙𝑖𝑚
→

 𝑓(𝑥)  

                                                                      (𝑑)  𝑓(0) 

(𝑎)   𝑙𝑖𝑚
௫→ିଵ

𝑓(𝑥)  =   

(𝑏)    𝑙𝑖𝑚
௫→

𝑓(𝑥)  = 

(𝑐)   𝑙𝑖𝑚
௫→ଶ 

𝑓(𝑥) =        

(𝑑)    𝑙𝑖𝑚
௫→ଷ

𝑓(𝑥) =    
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𝑓(𝑥)دالة :     𝑓إذا كانت    :   ) 2نظریة (   =  𝑘       وكان 𝑐 , 𝑘   : عددان حقیقیان   فإن 

                                                         𝑙𝑖𝑚
௫→

 𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
௫→ 

𝑘   =   𝑘  

𝑓(𝑥)دالة :    𝑓إذا كانت    :   ) 3نظریة (   =  𝑥         وكان𝑐     عددا حقیقیا  فإن : 

                                                         𝑙𝑖𝑚
௫→

 𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
௫→

 𝑥   =   𝑐  

 :    ) 4نظریة  ( 

, 𝑘 إذا كانت  𝑐 , 𝑀 , 𝐿        أعدد حقیقیة  ، وكان   𝑙𝑖𝑚  
௫→

𝑓(𝑥) =  𝐿  ,    𝑙𝑖𝑚  
௫→

𝑔(𝑥) =  𝑀 : فإن 

a           : قاعدة الجمع (         𝑙𝑖𝑚
௫→

 (𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)) =   𝑙𝑖𝑚  
௫→

𝑓(𝑥) + 𝑙𝑖𝑚  
௫→

𝑔(𝑥) = 𝐿 + 𝑀  

b             : قاعدة الطرح (          𝑙𝑖𝑚
௫→

 (𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)) =   𝑙𝑖𝑚
௫→

 𝑓(𝑥) − 𝑙𝑖𝑚
௫→

𝑔(𝑥) = 𝐿 −  𝑀           

c   : قاعدة الضرب (                 𝑙𝑖𝑚
௫→

 (𝑓(𝑥) ∙ 𝑔(𝑥)) =   𝑙𝑖𝑚  
௫→

𝑓(𝑥) ∙ 𝑙𝑖𝑚  
௫→

𝑔(𝑥) = 𝐿 ∙ 𝑀  

d                    : قاعدة الضرب في ثابت (  𝑙𝑖𝑚
௫→

 (𝑘 ∙ 𝑓(𝑥)) =   𝑘 ∙ 𝑙𝑖𝑚 𝑓(𝑥)
௫→

 = 𝑘 ∙ 𝐿                      

e : قاعدة القسمة (                        𝑙𝑖𝑚
௫→

 (௫)
(௫)

  =  
   

ೣ→
(௫)

  
ೣ→

(௫)
 = 

ெ
    , 𝑀 ≠ 0                                       

 

𝑙𝑖𝑚     :بفرض أن : 17)  صـ  2حاول أن تحل (
௫→ଶ

 𝑔(𝑥) = −3     ،    𝑙𝑖𝑚
௫→ଶ

 𝑓(𝑥) =  أوجد :   7

(𝑎) 𝑙𝑖𝑚
௫→ଶ

൫𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)൯    (𝑏) 𝑙𝑖𝑚
௫→ଶ

൫𝑓(𝑥) ∙ 𝑔(𝑥)൯    ,    (𝑐)𝑙𝑖𝑚
௫→ଶ

 ( 
8. 𝑓(𝑥). 𝑔(𝑥)
𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)  ) 

 

 . الحل:
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𝑙𝑖𝑚           :   بفرض أن)  3( الكراسة 

௫→ସ
𝑓(𝑥) = 0     ،     𝑙𝑖𝑚

௫→ସ
𝑔(𝑥) =  أوجد :   3

    

   (𝑎)  𝑙𝑖𝑚
௫→ସ

(𝑔(𝑥) + 3)  , (𝑏)  𝑙𝑖𝑚
௫→ସ

 𝑥𝑓(𝑥)  , (𝑐) 𝑙𝑖𝑚
௫→ସ

(𝑔(𝑥). 𝑔(𝑥))  , (𝑑)  𝑙𝑖𝑚
௫→ସ

 (௫)
(௫)ିଵ

  

 . الحل:
 
 
 
 
 
 
 
 

 دوال كثیرات الحدود و دوال الحدودیات النسبیة :   ) 5نظریة  ( 

(a   إذا كانت   𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥 + 𝑎ିଵ𝑥ିଵ + ⋯ + 𝑎  ، دالة كثیرة حدودc  : عددا حقیقیا فإن 

      𝑙𝑖𝑚
௫→

 𝑓(𝑥) =  𝑓(𝑐) = 𝑎𝑐 + 𝑎ିଵ𝑐ିଵ + ⋯ + 𝑎                             

b  إذا كانت ( 𝑓(𝑥) , 𝑔(𝑥)    ، كثیرتي حدود𝑐    : عددا حقیقیا فإن 

𝑙𝑖𝑚 
௫→

𝑓(𝑥)
𝑔(𝑥)   =  

 𝑓(𝑐)
𝑔(𝑐)       , 𝑔(𝑐) ≠ 0 

 أوجد : : 18)  صـ  3حاول أن تحل (

       (1)lim
୶→ଵ

(𝑥ଷ + 3𝑥ଶ − 2𝑥 − 17)          ,           (2)  lim 
୶→ଶ

 ( 
 𝑥ଶ + 5𝑥 + 6

𝑥 + 2  ) 

 الحل: 
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 :  𝑓ذا كانت الدالة إ: 19)  صـ  4حاول أن تحل (

    𝑓(𝑥) =  ቄ𝑥ଶ − 3     ∶    𝑥 < 2
𝑥 − 1    ∶    𝑥 > 2

        

  𝑙𝑖𝑚فأوجد إن أمكن    
௫→ଶ

𝑓(𝑥)  . 

 الحل: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑔     :    g(x)إذا كانت الدالة : 19)  صـ  5حاول أن تحل ( =  ቊ
𝑥ଷ + 𝑥     ∶    𝑥 > 1

௫
௫మାଵ

   ∶    𝑥 ≤ 1        

limفأوجد إن أمكن    
௫→ଵ

 𝑔(𝑥)  . 
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𝑓  :     𝑓(𝑥)لتكن   : 20)  صـ  6حاول أن تحل ( = 𝑥ଶ − |𝑥 + 2| 

a  اكتب (𝑓(𝑥) .دون استخدام رمز القیمة المطلقة  

b  أوجد (𝑙𝑖𝑚  
௫→ିଶష

𝑓(𝑥)   ،𝑙𝑖𝑚  
௫→ିଶశ

𝑓(𝑥)            c    ھل للدالة (𝑓    نھایة عندما𝑥 →   ؟   2−

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑙𝑖𝑚  بفرض  أن     : )   6نظریة  ( 
௫→

 𝑓(𝑥)  موجوده  وكانت𝑛  : عددا صحیحا موجبا فإن 

    (𝑎)  𝑙𝑖𝑚  
௫→

൫𝑓(𝑥)൯ =  ቆ 𝑙𝑖𝑚
௫→

  𝑓(𝑥)ቇ


                              

    (𝑏) 𝑙𝑖𝑚 √𝑥  
௫→

=  √𝑐    ,             ൫𝑐  > 0                   ൯في  حالة 𝑛عددا زوجیا یشترط  أن تكون  

    (𝑐) 𝑙𝑖𝑚 
௫→

ඥ𝑓(𝑥) =  ට𝑙𝑖𝑚
௫→

𝑓(𝑥)   , (𝑙𝑖𝑚
௫→

𝑓(𝑥) > 0   (في  حالة 𝑛عددا زوجیا یشترط  أن تكون
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  lim  (𝑎)أوجد : : 22)  صـ  7حاول أن تحل (
୶→ହ

√𝑥ଶ − 5       ,    (𝑏)  lim
୶→ସ

൫𝑥 + √𝑥൯
ସ

     

 
 
 
 
   

 الكراسة :  
(4) lim

୶→ିଵ
ଶ

(3xଶ(2𝑥 − 1))        (6) lim
୶→ିସ

 (x + 3)ଵଽଽ଼   

 

 

 

 

(𝑐) lim
୶→ିଵ

 √௫యିସ௫ାହయ

௫ିଶ
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في كل من البسط و المقام و حصلنا على   𝑥) عند التعویض المباشر لقیمة  1


 فإنھا تسمى صیغة غیر معینة.  

 غیرھا لإزالة  ھذه الصیغة .توحید المقام   أوالضرب بمرافق أو  القسمةأو لتحلیل  ) یمكن استخدام ا2

𝒂𝟐: تذكرة بالمتطابقات التÎبيعية والتكعيبية − 𝒃𝟐 = (𝒂 − 𝒃)(𝒂 + 𝒃 )                           

𝒂𝟑 − 𝒃𝟑 = (𝒂 − 𝒃)(𝒂𝟐 + 𝒂𝒃 + 𝒃𝟐) 

𝒂𝟑 + 𝒃𝟑 = (𝒂 + 𝒃)(𝒂𝟐 − 𝒂𝒃 + 𝒃𝟐) 

 

(𝑎):                        أوجد إن أمكن : 33)  صـ  8حاول أن تحل (  lim
୶→ିଶ

௫మାଷ௫ାଶ
௫మିସ

        

 : الحل
 
 
 
 

 

(𝑐)lim
୶→ହ

  |௫ାଶ|ି
௫మିଶହ
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𝟏𝟏)في التمارین −  ، أوجد :   (𝟏𝟔

(11)lim
୶→

 
(4 + 𝑥)ଶ − 16

𝑥
 

 

 . الحل:
 
 
 
 
 

(12) lim
୲→ଶ

𝑡ଶ − 3𝑡 + 2
𝑡ଶ − 4

 

 الحل: 
 
 
 
 
 

(13)lim
୶→

 
(3 + 𝑥)ଷ − 27

𝑥
 

 

 

 الحل: 
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(14) lim
୶→ିଶ

 |𝑥 + 2|
𝑥ଶ + 3𝑥 + 2

 

 الحل: 
 
 
 
 
 
  

 
 
 
 

c23:                                                              lim-  -  )  صـ 8(  مثال
୶→ଵ

  |௫ିଵ|
௫మିଵ
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(𝑏)    :               أوجد إن أمكن : 23)  صـ  8حاول أن تحل ( lim
୶→ି

 (௫ାସ)మିଽ
௫మା௫

 
 

            

 
 
 
   
 
 

 : 25)  صـ  9حاول أن تحل (

(𝑏) lim
୶→ିଵ

 
√𝑥ଷ + 1య

√𝑥 + 1య    
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    إلغاء العامل الصفري في المقام 

في كل من البسط و المقام و حصلنا على   𝑥) عند التعویض المباشر لقیمة  1

 . ةفإنھا تسمى صیغة غیر معین 

 .الضرب بمرافق

 أوجد : : 25)  صـ  9حاول أن تحل (

(𝑎) lim
୶→ଶ

√𝑥ଶ + 5 − 3
𝑥ଶ − 2𝑥   

 الحل: 
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(𝑐)lim
୶→ଽ

   
𝑥 − 9

3 − √𝑥
 

 

 

 

 

 

 

 

(15) lim
୶→ଷ

√𝑥ଶ + 7 − 4
𝑥ଶ − 4𝑥 + 3

 

 الحل: 
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 أوجد إن أمكن : : 26)  صـ 10حاول أن تحل (

(𝑎) lim
୶→ଷ

𝑥ଷ − 2𝑥ଶ − 4𝑥 + 3
𝑥 − 3

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(𝑏)lim
୶→ଶ

 
−𝑥ହ + 𝑥ଷ + 𝑥 + 22

𝑥 − 2
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2 

 

 
3 

  
 

, ∞تشتمل على   نھایات             )  1 - 2 (البند        ∞−
 

𝒙نھایات محدده عندما  أولا :  → ±∞ 
, 𝑎)دالھ معرفھ في الفترة      𝑓لتكن      ) :  3تعریف (   فإن   (∞

      lim
୶→ஶ

𝑓(𝑥) = 𝐿           یعني أن قیم𝑓(𝑥)   من    باطرادتقترب𝐿     عندما𝑥     تؤول إلى∞ 

, ∞−)دالھ معرفھ في الفترة      𝑓لتكن      ) :  4تعریف (  𝑎)   فإن 

      lim
୶→ିஶ

𝑓(𝑥) = 𝐿           یعني أن قیم𝑓(𝑥)   من    باطرادتقترب𝐿     عندما𝑥     تؤول إلى−∞ 

𝑓     :𝑓(𝑥)لتكن  ) :  7(  ةنظری =  ଵ
௫

 فإن :     

                                  lim
୶→ஶ

ଵ
௫

=   0         ,   lim
୶→ିஶ

ଵ
௫

= 0     

𝑓    :𝑓(𝑥)لتكن  ) :  8(  ةنظری =  
௫      , 𝑛 ∈  ℤା  , 𝑘 ∈ ℝ    : فإن 

                                  lim
୶→ஶ


௫ =   0         ,   lim

୶→ିஶ


௫ = 0     
 

 )   1 - 3 (البند   - صیغ غیر معینھ
𝑓(𝑥)لتكن    ملاحظة : = 𝑎𝑥  , 𝑛 ∈ ℤା , 𝑎 ∈ ℝ∗ :  

 عدد زوجي فإن :  𝑛إذا كان  )1(

                                              lim
୬→±ஶ

𝑎𝑥 = ቄ ∞ 𝑎 > 0
−∞ 𝑎 < 0 

 فإن : فرديعدد  𝑛إذا كان   )2(

lim
୬→ஶ

𝑎𝑥 = ቄ ∞ 𝑎 > 0
−∞ 𝑎 < 0                          ،lim

୬→ିஶ
𝑎𝑥 = ቄ−∞ 𝑎 > 0

∞ 𝑎 < 0 
 

𝑓(𝑥)إذا كانت      :ملاحظة   =  𝑎𝑥 + 𝑎ିଵ𝑥ିଵ +∙∙∙ +𝑎  ,   𝑎  ∈ ℝ∗  

𝑙𝑖𝑚
௫→±ஶ

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
௫→±ஶ

𝑎𝑥   فإن                 

lim   :                                            أوجد : 37) صـ  1( حاول أن تحل
୶→ஶ

(−3𝑥ଶ + 2𝑥 − 4) 
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,  𝑓إذا كانت كل من : )   11نظریھ  (  𝑔    : دالة حدودیة  حیث  

      𝑓(𝑥) =  𝑎𝑥 + 𝑎ିଵ𝑥ିଵ +∙∙∙ +𝑎    

 𝑔(𝑥) =  𝑏𝑥 + 𝑏ିଵ𝑥ିଵ +∙∙∙ +𝑏       فإن 

                                          (𝑎) 𝑙𝑖𝑚
௫→ஶ

(௫)
(௫)

=   


         , 𝑛 = 𝑚       

                                           (𝑏) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

𝑓(𝑥)
𝑔(𝑥) =   0           , 𝑛 < 𝑚      

𝑥    تبقى النظریة صحیحة عندما   ملاحظة : → − ∞ 

 :استخدم النظریة السابقة في حساب كل من  : 39) صـ  2( حاول أن تحل

 (𝑎)  𝑙𝑖𝑚
௫→ஶ

−3𝑥ଶ + 5𝑥 + 1
6𝑥ଶ − 𝑥 + 1                                       

 

 

 (𝑏)  𝑙𝑖𝑚
௫→ஶ

2𝑥 + 1
4𝑥ଷ − 2𝑥 + 3  

 
 

, 𝑎أوجد قیمة كل من الثابتین  : 40) صـ  3( تحلحاول أن  𝑏   كانت : إذا 

𝑙𝑖𝑚
௫→ஶ

𝑥 − 2
𝑎𝑥ଶ + 𝑏𝑥 − 3

 =   −1 
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  : 15) صـ   1  – 3بند ( أسئلة  من كتاب التمارین 

     إذا كانت :  )11(

lim
୶→ஶ

𝑎𝑥ଷ + 𝑏𝑥ଶ + 4
3𝑥ଶ − 2𝑥 + 1

 =   −1 

, 𝑎  أوجد قیم     𝑏  . 
.......................................................................................................الحل:

.............................................................................................................

.............................................................................................................

.............................................................................................................
............................................................................................................. 

...................................................................................
.............................................................................................................

.......................... 
............................................................................................................. 
.............................................................................................................
.............................................................................................................  

     :إذا كانت   )12(

lim
୶→ିஶ

2𝑥ଶ + 2𝑥 − 5
𝑎𝑥ଷ + 𝑏𝑥ଶ + 3  =   −1 

, 𝑎  أوجد قیم     𝑏  . 
.......................................................................................................الحل:

.............................................................................................................

.............................................................................................................

.............................................................................................................
............................................................................................................. 

...................................................................................



 

19 
 

.............................................................................................................
..................................................................................... 

 

∞→limx (𝑎)                :                                  دج أو: 41) صـ  4( حاول أن تحل
  ට2𝑥2−𝑥

𝑥+1 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(𝑏)                                               41) صـ  4( حاول أن تحل  𝑙𝑖𝑚
௫→ିஶ

ଷ௫ିହ
√௫మିଽ

 

 الحل: 
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(9) 𝑙𝑖𝑚
௫→ஶ

௫ାହ
√௫మାଶ௫ା

                                        أوجد  الكراسة : 
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4 

 

 
           ) 1 - 4 (البند  -نھایات بعض الدوال المثلثیة 

 

𝑙𝑖𝑚  ):12نظریة (
௫→

௦ ௫
௫

=   1         ,      حیث  𝑥   بالرادیان
  

, 𝑎كان   إذا  ):1نتیجة (  𝑏     حقیقیین،عددین      𝑎 ≠ 0  , 𝑏 ≠  فإن     0

𝑙𝑖𝑚
௫→

𝑠𝑖𝑛 𝑎𝑥
𝑏𝑥  =  

𝑎
𝑏      ,    𝑙𝑖𝑚

௫→

𝑏𝑥
𝑠𝑖𝑛 𝑎𝑥  =  

𝑏
𝑎                  

𝑙𝑖𝑚
௫→

𝑠𝑖𝑛 𝑥  =  0        ,        𝑙𝑖𝑚
௫→

𝑐𝑜𝑠 𝑥  =  1          ,          𝑙𝑖𝑚
௫→

𝑡𝑎𝑛 𝑥  =  0                 

 

𝑙𝑖𝑚 (1)               :النھایة  أوجد: 43) صـ  1حاول أن تحل (
௫→

ቀ ௦ ௫
ଶ௫మି௫

 ቁ  

 .. الحل:
 
 
 
 
 
 
  

(2) 𝑙𝑖𝑚
௫→

൬ 
𝑠𝑖𝑛 2𝑥

3𝑥𝑐𝑜𝑠 𝑥 ൰    

 . الحل:
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.  

(3) 𝑙𝑖𝑚
௫→

൬ 
𝑥𝑠𝑖𝑛 𝑥

 𝑐𝑜𝑠 𝑥 − 1 ൰     

 
 
 
 
 
 

  : 17) صـ   1 – 4(   بند أسئلة من كتاب التمارین 
𝟏)في التمارین −   : النھایة في كل مما یلي ، أوجد  (𝟗

(1) 𝑙𝑖𝑚
௫→

𝑠𝑖𝑛 5𝑥
3𝑥    

 

(2) 𝑙𝑖𝑚
௫→

1 −  𝑐𝑜𝑠 2𝑥
𝑠𝑖𝑛 2𝑥    
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(3) 𝑙𝑖𝑚
௫→

𝑥ଶ

1 −  𝑐𝑜𝑠 2𝑥
  

 الحل: 
 
 
 
 
 
 

 
  
 

𝑙𝑖𝑚  )  :   2نتیجة ( 
௫→

௧ ௫
௫

 = 𝑙𝑖𝑚)  :    3نتیجة (                 1 
௫→

௧ ௫
௫

 =  


     

 

𝑙𝑖𝑚 (𝑎)  : أوجد: 44) صـ  2حاول أن تحل (
௫→

ቀ ௦ ௫
ଶ ௧ ௫

 ቁ                                      

 
 
 
 

(𝑏) 𝑙𝑖𝑚
௫→

ቆ 
3 𝑡𝑎𝑛 𝑥 + 𝑥ଶ𝑐𝑜𝑠 𝑥

5𝑥  ቇ        
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𝑙𝑖𝑚 (𝑎)                                    : أوجد: 45) صـ  3حاول أن تحل (
௫→

ቀ  ௫௦ ௫ି௫మ

ଷ௫మ  ቁ 

 
 
 
 
 
 
 
 

(𝑏) 𝑙𝑖𝑚
௫→

൬ 
 𝑡𝑎𝑛 2𝑥 + 3𝑥 𝑐𝑜𝑠 4𝑥

5𝑥  ൰       

 .. الحل:
 
 
 
 
 
 

(4) 𝑙𝑖𝑚
௫→

௫మ

ଵାୡ୭ୱ ௫
 الكراسة      

 الحل: 
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(5) 𝑙𝑖𝑚
௫→

1 −  𝑡𝑎𝑛 𝑥
𝑠𝑖𝑛 𝑥 − 𝑐𝑜𝑠 𝑥

 

 الحل: 
 
 

 
 
 

 (8) 𝑙𝑖𝑚
௫→

ଵି ௦ ௫
௦మ௫

 

    الحل:
 

 
𝟏𝟎)في التمارین −   : النھایة في كل مما یلي ، أوجد  (𝟏𝟐

(10) 𝑙𝑖𝑚
௫→

𝑠𝑖𝑛 4𝑥
𝑠𝑖𝑛 7𝑥

 

 

 .(11) 𝑙𝑖𝑚
௫→

௧ ଷ௫
௧ ଶ௫

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(12) 𝑙𝑖𝑚
௫→

𝑐𝑜𝑠 5𝑥
𝑐𝑜𝑠 3𝑥
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5 

  
 )  1 -  5 (البند   -  الاتصال

 

 :   49صـ تدریب 
❶                                                                       ❷ 
 

 

 

 

 

𝑙𝑖𝑚
௫→ଷ

 𝑓(𝑥) … … …                                                            𝑙𝑖𝑚
௫→ଷ

 𝑓(𝑥) … … …                  

𝑓(3) … … …                                                                    𝑓(3) … … …   
 ؟  تلاحظ ماذا                                                              ؟  تلاحظ ماذا

...............................................                  ............................................  

❸                                                                        ❹ 

 
 
 

𝑙𝑖𝑚
௫→ଷ

 𝑓(𝑥) … … …                                                            𝑙𝑖𝑚
௫→ଷ

 𝑓(𝑥) … … …                  

𝑓(3) … … …                                                                    𝑓(3) … … …   
 ؟  تلاحظ ماذا                                                              ؟  تلاحظ ماذا

...............................................                  ............................................  

𝑥متصلة عند    𝑓 تكون  الدالة   الاتصال عند نقطة  )  : 8تعریف (  = 𝑐     في مجالھا إذا كانت

 𝑙𝑖𝑚
௫→

𝑓(𝑥)  =  𝑓(𝑐)            ،   لتكون الدالة𝑓      متصلة عند𝑐     یجب أن تتوفر الشروط الثلاثة التالیة : 

𝑥معرفھ عند    𝑓)  الدالة   1(        = 𝑐   أي أن   𝑓(𝑐)    موجوده 

       )2   (𝑙𝑖𝑚
௫→

𝑓(𝑥)     3(                                    ةموجود  (𝑙𝑖𝑚
௫→

𝑓(𝑥)  =  𝑓(𝑐) 
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𝑥ابحث اتصال الدالة عند    :  𝑓لتكن الدالة : 50) صـ  1حاول أن تحل ( = 0 

𝑓 (𝑥)   =  ቐ
𝑥ଷ + 𝑥 ∶ 𝑥 ≤ 0

𝑥ଶ

𝑥 + 1 ∶ 𝑥 > 0
  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑥ابحث اتصال الدالة عند   :  𝑓لتكن الدالة : 50) صـ  2( مثال  = 3 

𝑓 (𝑥)   =  ൝
7 ∶ 𝑥 ≤ 3

𝑥ଶ − 9
𝑥 − 3 ∶ 𝑥 > 3
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𝑥عند   𝑓ابحث اتصال الدالة  : 50) صـ  2حاول أن تحل ( =  :   حیث    2

𝑓 (𝑥)   =  ൝
2𝑥 + 1                 ∶ 𝑥 < 2
   1                        ∶ 𝑥 = 2
 𝑥ଶ + 1                ∶ 𝑥 > 2

  

 :  الحل
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑥عند   𝑓ابحث اتصال الدالة  : 51) صـ  3حاول أن تحل ( =    : حیث  1−

𝑓 (𝑥)   =  ൝
𝑥 + 1

|𝑥 + 1| − 2𝑥 ∶ 𝑥 ≠ −1

2          ∶ 𝑥 = −1
  

 .. الحل:
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  : 19) صـ   1 – 5بند ( أسئلة  من كتاب التمارین

𝟔)في التمارین − 𝑥كل من الدوال التالیة عند    اتصالابحث :  (𝟗 = 𝑐 :  

(6) 𝑓(𝑥) = ቄ𝑥 + 5 𝑥 ≥ 0
5 − 𝑥 𝑥 < 0         ,         𝑥 = 0 

 
 
 
 
 
 
 
 

(7) ℎ(𝑥) = ቊ
௫మିଷ௫ିସ

௫ାଵ
  ∶ 𝑥 ≠ −1

−1   ∶ 𝑥 = −1
         ,         𝑥 = −1 
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(8) 𝑓(𝑥) = ቊ
௫మିଷ௫

|௫|   ∶ 𝑥 ≠ 0
−3   ∶ 𝑥 = 0

         ,         𝑥 = 0 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

(9) 𝑔(𝑥) = ቐ
√௫మାଷିଶ

௫ିଵ
  ∶ 𝑥 ≠ 1

ଵ
ଶ

  ∶ 𝑥 = 1
         ,         𝑥 = 1 
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𝑥بحیث تصبح الدالة التالیة متصلة عند   𝑎أوجد قیمة  :  (𝟏𝟎) = 3  : 

 𝑓(𝑥) = ൜𝑥ଶ − 1 : 𝑥 < 3
2𝑎𝑥 : 𝑥 ≥ 3
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6 

 
            )  1 - 6 (البند   -الاتصال   نظریات

 

,  إذا كانت  ) : 14نظریھ (  𝒈  دالتین متصلتین عند𝒙 = 𝒄  فإن الدوال التالیة ھي دوال متصلة عند𝒙 = 𝒄 

   (𝟏)  𝒇 +  𝒈                           : الجمع 

   (𝟐)  𝒇 −  𝒈                                       : الطرح  

   (𝟑)  𝒌 . 𝒇      , 𝒌 ∈ ℝ                           : الضرب في ثابت 

   (𝟒)  𝒇 . 𝒈                                       : الضرب 

   (𝟓)   𝒇
𝒈

       ,    𝒈(𝒄) ≠  القسمة :                 𝟎

 دوال متصلة 
𝒇  :𝒇(𝒙)) الدالة 1(  =  𝒌     حیث𝒌   ثابت ،  متصلة عند كل  𝒄 ∈ ℝ  

𝒄 ) الدالة كثیرة الحدود متصلة عند كل  2( ∈ ℝ  

𝒇) الدالة الحدودیة النسبیة 3(
𝒈

∋ 𝒄 في مجالھا أي 𝒄متصلة عند كل عدد حقیقي     𝑫 

𝒇   :𝒇(𝒙)) الدالة 4( = |𝒙|   متصلة عند كل 𝒄 ∈ ℝ 

∋ 𝒄 في مجالھا أي  𝒄) الدوال المثلثیة متصلة عند كل عدد حقیقي  5( 𝑫 

 

𝑥عند    𝑓الدالة ابحث اتصال : 55) صـ  1حاول أن تحل ( = 𝑐 : في كل مما یلي 

(𝑎)𝑓 (𝑥)   =  𝑥ଶ − 4𝑥 + 3 + |𝑥|    , 𝑐 = 3 
 :  الحل
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.  

(𝑏)𝑓 (𝑥) =  
tan 𝑥
𝑥 + 1     , 𝑐 =

𝜋
4  

 . الحل:
 
 
 
 
 
 
 
  

 :       𝑓الدالة ابحث اتصال : 55) صـ  2حاول أن تحل (

𝑥 = 𝑓    عند       1 (𝑥) =  
𝑥ଶ − 1
𝑥ଶ + 1 −

2𝑥
𝑥 − 2  

 : الحل
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   :)   15نظریھ  ( 

  (a) الدالة الجذریة𝑦 = √𝑥   متصلة عند كل𝑥 = 𝑐 ∶ 𝑐 ∈ ℝା       ،𝑛   عدد صحیح زوجي موجب 

𝑥و متصلة عند كل                                       = 𝑐 ∶ 𝑐 ∈ ℝ       ،𝑛  1عدد صحیح فردي أكبر من  

(b)   إذا كانت𝑓    دالة متصلة عند𝑥 = 𝑐    وكانت𝑓(𝑐) > 0    

𝑔(𝑥)فإن الدالة :               = ඥ𝑓(𝑥)     متصلة عند𝑥 = 𝑐 

𝑥لإثبات ان دالة جذر تربیعي متصلة عند    ملاحظة : = 𝑐   نثبت شیئان ما تحت الجذر متصل عند𝑥 = 𝑐    

𝑥وما تحت الجذر موجب عند              = 𝑐 

𝑥تین عند الدالابحث اتصال كل من : 56) صـ  3حاول أن تحل ( = −2    

(𝑎)  𝑓 (𝑥)   =  
 √𝑥య

𝑥ଶ + 4  

 ... الحل:
 
 
 
.  

(𝑏)  𝑓 (𝑥)   =  ඥ 𝑥ଶ − 4𝑥 + 3  

 الحل
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 :   الدالة المركبة

, 𝑓إذا كان كل من   𝑔   دالتین حقیقیتین و كان مدى الدالة𝑓    مجموعھ جزئیة من مجال الدالة𝑔   فإنھ یتعین دالة

ℎ    :ℎ(𝑥) مركبة   = (𝑔 ∘ 𝑓)(𝑥) = 𝑔൫𝑓(𝑥)൯                 
 

, 𝑓إذا كانت  : 58) صـ  4حاول أن تحل ( 𝑔      معرفتان علىℝ    : كما یلي 

           𝑓(𝑥) = 2𝑥 + 3  , 𝑔(𝑥) = 𝑥ଶ +   : أوجد     3

(𝑎)  (𝑔 ∘ 𝑓)(𝑥)       ,      (𝑏) (𝑔 ∘ 𝑓)(−1)     ,     (𝑐) (𝑓 ∘ 𝑔)(𝑥)    ,     (𝑑)  (𝑓 ∘ 𝑔)(−1) 

.......................................................................................................الحل:
.............................................................................................................
.............................................................................................................
.............................................................................................................

............................................................................................................. 
........................................................................................................... 

𝟏)في التمارین :   23) صـ   1 – 6بند ( − 𝟓) 
, 𝑓 الدالتان (7) 𝑔     : معرفتان كما یلي             𝑓(𝑥) = √𝑥    ,     𝑔(𝑥) = 𝑥ଶ +  أوجد :     4

(𝑎)  (𝑓 ∘ 𝑔)(𝑥) 

 

(𝑏) (𝑓 ∘ 𝑔)(2)  

     

 (𝑐) (𝑔 ∘ 𝑓)(𝑥)  

 

 

 (𝑑)  (𝑔 ∘ 𝑓)(2) 
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   :)   16(   ةنظری

𝑥متصلة عند     𝑓إذا كانت  = 𝑐    ،𝑔   متصلة عند 𝑓(𝑐)   فإن الدالة المركبة𝑔 ∘ 𝑓    متصلة عند 𝑥 = 𝑐 
 

𝑔المركبة  لإثبات ان الدالة  ملاحظة : ∘ 𝑓   متصلة عند 𝑥 = 𝑐  : نتبع الخطوات 

𝑥 متصلة عند    𝑓نثبت أن الدالة الثانیة    )1( = 𝑐.  
𝑓(𝑐)نوجد    )2( = k . 
𝑥 متصلة عند     𝑔نثبت أن الدالة الأولى   )3( = 𝑘 . 

 

, 𝑓لتكن   : 60) صـ  6حاول أن تحل ( 𝑔      معرفتان علىℝ    : كما یلي 

           𝑓(𝑥) = |௫|
௫ାଶ

  , 𝑔(𝑥) = 2𝑥 + 𝑓ابحث اتصال الدالة       3 ∘ 𝑔  عند𝑥 = 1  :  

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑓  لتكن :   : 60) صـ  7حاول أن تحل ( (𝑥) = | 𝑥ଶ − 3𝑥 + 𝑥عند  𝑓ابحث اتصال الدالة     |2 = 0    
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 الكراسة 

𝑓  :  𝑓ابحث اتصال الدالة   (10) (𝑥) = ห √𝑥 − 3ห   عند𝑥 = 4   

 الحل: 
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7 

 

              )  1 - 7 (البند  - على فترة الاتصال
   

 :    ) 9تعریف ( 

, 𝑎)معرفھ على الفترة   fلتكن  الدالة  : الاتصال على فترة مفتوحھ    𝑏)   فإننا نقول أن الدالةf  متصلة على الفترة

, 𝑎)المفتوحة   𝑏)     إذا كانتf  متصلة عند كلx  تنتمي إلى الفترة(𝑎 , 𝑏)  

 الاتصال على فترة مغلقھ :)   10تعریف ( 

, 𝑎 ]معرفھ على الفترة    fلتكن  الدالة   𝑏  ]   فإننا نقول أن الدالة𝑓  متصلة على الفترة المغلقة  الفترة[ 𝑎 , 𝑏  ]  

 إذا تحققت الشروط التالیة  : 

, 𝑎)متصلة على الفترة المفتوحة    𝑓)  الدالة   1( 𝑏) 

𝑥 متصلة عند   𝑓)  الدالة  2( = 𝑎   : من جھة الیمین أي أن𝑙𝑖𝑚
௫→శ

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎)   

𝑥 متصلة عند   𝑓)  الدالة  3( = 𝑏 : من جھة الیسار أي أن  𝑙𝑖𝑚
௫→ష

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑏)   

, 1 ]على  𝑓  الدالة اتصالادرس  :62) صـ  1حاول أن تحل (  حیث: [ 5

 𝑓 (𝑥)   =  

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

2                   ∶ 𝑥 = 1

 
 𝑥ଶ + 1 

𝑥                ∶ 1 < 𝑥 < 5
26
5                     ∶ 𝑥 = 5
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 :الفترة المبینة   على   𝑓  الدالة اتصالادرس  :63) صـ  2حاول أن تحل (

(𝑎)  𝑓(𝑥)  =
 2𝑥 + 1
𝑥ଶ + 2         , [ 0 , 3 ] 

 : الحل
 
 
 
 
 
 
  

(𝑏)  𝑓(𝑥)  =  
 𝑥

𝑥ଶ − 1     , [ 0 , 2 ] 

 : الحل
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    :مجالھا حیث على   𝑓   الدالة اتصالادرس  :64) صـ  3(  مثال

𝑓 (𝑥)   =   ൝
𝑥 + 3 : 𝑥 ≤ −1

4
𝑥 + 3 : 𝑥 > −1   

 الحل: 
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𝑓       :   الدالة معرفة كما يلي     (6) (𝑥) = ቊ
−𝑥 + 4 : 𝑥 ≤ 7

ଽ
ି௫ାସ

: 𝑥 >   ادرس اتصال الدالة    7

 الحل: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

    : 𝑓لتكن الدالة    :65) صـ  4حاول أن تحل (

 𝑓 (𝑥)   =  ൝
5                  ∶ 𝑥 = 1

𝑎𝑥 + 𝑏               ∶ 1 < 𝑥 < 4
𝑏 + 8                ∶ 𝑥 = 4       

  

,𝑎أوجد قیمة الثابتین  . [  4, 1 ] متصلة على 𝑏  

 الحل: 
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𝑔(𝑥)متصلة على فترة ما ،  𝑔إذا كانت الدالة  تعمیم  :     ≥ 𝑓(𝑥) فإن الدالة  في ھذه الفترة   0 = ඥ𝑔(𝑥)  

 متصلة على ھذه الفترة . أي لإثبات أن دالة جذر تربیعي متصلة على فترة نثبت شیئان : 

 ) أن ما تحت الجذر موجب في ھذه الفترة 2ھذه الفترة        ىأن ما تحت الجذر متصل عل  )1

𝑓 :        𝑓(x)لتكن   :66) صـ  5حاول أن تحل ( =  √𝑥ଶ − 7𝑥 + 10 

, 6 ]على   𝑓) ثم ادرس اتصال الدالة   𝑓( مجال الدالة  Dأوجد   10  ] 

 الحل: 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑓 :        𝑓(x)لتكن   :66) صـ  6حاول أن تحل ( = √−𝑥ଶ + 4𝑥 − 3 

, 1 ]على  𝑓ادرس اتصال الدالة   3  ] 

 . الحل:
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𝑓 :        𝑓(x)لتكن  (12 = √−𝑥ଶ + 5𝑥 + , 0 ]ثم ادرس اتصالھا على    Dأوجد  ، 6 4  ] 

 الحل: 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝟏𝟑)ننیفي التمری −  ادرس اتصال كل من الدوال التالیة على مجالھا . ،  (𝟏𝟒

(13) 𝑓(x) =  ඥ8 − 2𝑥ଶ 

 الحل: 
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 ℝھو دالھ متصلة على    ℝناتج تركیب دالتین كل منھما متصلة على          : ملاحظھ  

𝑓 :        𝑓(x)لتكن   :66) صـ  6حاول أن تحل ( =  √−𝑥ଶ + 2𝑥 + 5య   

 ℝعلى  𝑓ادرس اتصال الدالة  

 . الحل:
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 ℝادرس اتصال كل من الدوال التالیة على  

(16)   𝑓(x) =  |3𝑥ଶ + 4𝑥 − 1 | 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


